5. cviceni - teorie

Véta 20 (derivace slozené funkce). Necht r,s € N a necht G C R*, H C R" jsou oteviené
mnoziny. Necht ¢1,...,0, € CYG),f € C*(H) a bod [¢1(x),...,¢-(x)] € H pro kazdé
x € G. Potom slozené funkce F' : G — R dana pfedpisem

Fa) = [ (e1(2), p2(2), .., or(x)) ;2 € G,

je t¥idy C! na G. Necht a € G a b = [p1(a),...,¢(a)]. Pak pro j € {1,...,s} plati

OF ~ Of . Op;
8%() Z ayz(b)axj(“)'

Véta 22 (o implicitni funkci). Mé&me otevienou mnozinu G C R™! a bod [zg, 5] € G.
Uvazujme funkci F' : G — R spliiujici:

(i) FeClq),
(ii) F(wo,y0) =0,
(iif) %5(930»3/0) # 0.

Pak existuje U okoli bodu zy (v R™) a okoli V' bodu yo (v R) takova, ze pro kazdé z € U
existuje pravé jedno y € V spliujici F(z,y) = 0. Oznacime-li toto y jako ¢(z), pak takto
vznikla funkce ¢ € C1(U) a

o 9 (2, p(a))

( )=——Fp———proxeUje{l,...,n}.

Poznamka. Vzdy plati, ze ¢(xg) = yo a F (z,¢(x)) = 0 na jistém okoli bodu .

Véta 23 (O dvou implicitnich funkcich). M&jme otevienou mnozinu G' C R"*2 a bod [z, o] €
G. Uvazujme dvé funkce Fy, Fy : G — R spliujici pro n&jaké k € NU {4o00}:

(a) F1, Fy € CH@),

(b) Fl(x()?yO) = 07 F2($07y0) =0a

on 0F
oy1  Oy2
(C) oOF OF (1"07 yO) gyl (J"Ou yO) 8F (an ?/0) (352 ($05 Z/O) 6F (:UO) yO) 7& 0.
or2  0r2
Oy1  Oy2

Potom existuje U okoli bodu zy (v R") a okoli V bodu yo (v R?) takova, Ze pro kazdé
x € U existuje jediné y € V spliwjici Fy(z,y) = 0 = Fy(z,y). MuZeme tedy reprezentovat
[y1, y2] = [#(x),9(2)] pro ngjake funkee ¢, € C*(U).

Poznamka. Obvykle dostaneme soustavu rovnic o proménnych x,y,u,v. Pak bod zg vé
vEté vyse je z naseho zadani [zg,yo] a bod yp je z nadeho zadani bod [ug,vg]. Vzdy plati
QO(:UO’yO) = UOJ/’(%J/O) =1 a Fl (I,y, (,0(1‘,3/), w(%y)) =0 na JlStém okoli [$07y0]~
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Definice (Te¢na nadrovina). Necht G C R",a € G, f € C1(G). Pak graf funkce
T(z) = f(a)+ Y fr,(a) - (zi - a;)
i=1

je teénd nadrovina ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)].

Poznamka (Prohozeni soutfadnic). Chceme-li ukazat, ze zadand rovnost urcuje implicitné
zadanou funkci jinych proménnych, nez obvykle, sta¢i v postupu prohodit soufadnice. Vizte
priklad niZe.

Pi¥iklad. Ukazte, Ze rovnice 22 + y? = 1 uréuje na okoli bodu [1,0] implicitné zadanou funkci
¢ proménné y. (nikoli proménné x).

Postup bude stejny, akorat tam, v postupu prohodime vyskyty Fl, Fé - tj. prfi ovéfovani
(1) ve vét& 22 budeme zjistovat, zda F.(xg,yo) # 0 atd.

Navod

e anulujeme rovnici a nenulovou stranu oznac¢ime jako F
e spoCteme parcialni derivace F'

w2

ovéiime predpoklady véty 22, resp. véty 23

dle véty 22, resp. 23, spocteme ¢', resp. ¢, 1’ pomoci néasl.

— pomoci Fetizkového pravidla

— metodou: zderivuji rovnost F(z, ¢(x)) = 0 podle piislusné proménné, vyjadrim ¢’

dosadime spoctené do tecné nadroviny z definice

NiZe uvedené vzorce je potieba u zkousky napisat na papier!
Vzorec pro ¢’ (jedna implicitni funkce) (odvozen v 5. cviceni dle vét 22 a 20)

. (Fia+ ¥y &) - By = Fo - (Fa + Fy - )
2
(73)
Poznamka. Pokud chceme, aby x = ¢(y), pak vzorec vySe musime upravit tak, ze kde je F,
bude Fy a naopak.

Vzorce pro parcialni derivace funkci ¢ a v (odvozeni nize)

o = (Fy), (F1), — (F1), (Fa), o = — (F), v, — (R,
L), (B, — (B, (), T (F1),

o — (Fa), (F1), — (Fu)y (Fa), = (Fa), o, — (F1),
V), (R, - B, R, T (R,
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Odvozeni vzorcu derivaci ¢ a ¢
Plati, Ze Fi(z,y,¢(z,y),¥(z,y)) = 0 = Fa(z,y,¢(z,y),%(z,y)). Rovnosti zderivujeme
podle x, pfi¢em? pouzijeme Fetizkové pravidlo (véta 20).

0=—5. = (F1)y + (F1)y - @+ (F)y -0 /- (Fo),
0= 22 (my), 4 (Bt (B9 (R,
0= (F), (F), + (F), (Fa), - ¢, + (F1)), (F2),, - ¥,
0 = (F), (F), + (Fa), (F1),, - ¢, + (F2),, (F1),, - ¥4,
0= (F1),, (F2), — (F2), (F1), + (F1), (), - ¥ — (Fa)y, (F1),, - ¢
o = (Fp)y (F1),, — (F1), (F),,
(R, (B), — (B2, (F),

—(F1) i —(F)g
(F1),,
Analogicky se odvodi vztahy pro derivace podle y. Dostédvame tedy nasledujici.

Navic z uplné prvni rovnosti plyne, Ze ¢! =

o = (Fo)y (Fu)y — (R (Fa)y, = (P — (R
(R, (B), — (B, (), T (F1)y,

o — (Fa), (F1), — (Fu)y, (Fa), = (Fu), oy — (F),,
VT, (R, - (B, (R, (R,

Alternativne si vieme vyssie odvodenu sdstavu prepisat maticovo.

0= (F),+ (F1), - ¢, + (F1), - ¥,
0= (F), + (), - ¢, + (F), - ¥,

TakZe dostavame:
—(F), (F1),  (F1);, Yo
— (P, (F2),  (F2), Yz
To rieSime prepisom na rozSirentt maticu stustavy a Gaussovu elimindciu. Hlavnéa vyhoda
je, ze maticu
(F1), (P,
(F2), (F),

Y
sme uz vypocitali pri overovani podmienky 3 vo vete o implicitnych funkciach a staci si ju

prepisat.
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